KHBL TD 10 : Variables a densité 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —

1-— i0<z<1
Soit f la fonction définie par : Vz € R, f(x) = {cx( z) S? SESH
0 sinon
1) Déterminer le réel c tel que f est une densité de probabilité.

2) Soit X une variable aléatoire dont la densité est f, montrer que X admet une espérance et une variance et les
calculer.
*
Exercice 2 Voir correction —

On considere la fonction F' définie sur R par :

1
Flr)= —
(2) 1+e®
1) Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable a densité X.
2) Déterminer une densité f de X.

3) Justifier que X admet une espérance et une variance (on ne demande pas de les calculer).

*
Exercice 3 Voir correction —
z% siz>1
Soit @ un réel strictement positif et f la fonction définie par : Vx € R, f(z) =<0 si—-l<z<1.
;%1 siz < —1

1) Déterminer I'unique valeur de a telle que f est la fonction de densité d’une variable aléatoire X.
2) Déterminer si X admet une espérance et une variance et les calculer le cas échéant.

*
Exercice 4 Voir correction —

. . . s . o z* siz ¢ [—1;1]
Soit ¢ un réel strictement positif et f la fonction définie par Vo € R, F(x) = . '
c siz e [—1;1]
1) Déterminer 'unique valeur de ¢ telle que f est la fonction de densité d’une variable aléatoire X.
2) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.
3) Déterminer 'ensemble des valeurs de r € N* telles que X admet un moment d’ordre 7.

*
Exercice 5 Voir correction —

Soient a < b deux réels et soit X une variable & densité suivant la loi uniforme sur 'intervalle [a; b].
1) Retrouver par le calcul E(X) et V(X)
2) On note o = /V(X). Vérifier que E(X) — o et E(X) + o sont dans Uintervalle [a; b].

3) Montrer que P(|X — E(X)| <o) =

o>

*
Exercice 6 Voir correction —

Soient A > 0 un réel et soit X une variable a densité suivant la loi exponentielle de parametre A.

1) Rappeler la fonction de densité de X en redémontrant que c’est bien une densité.
2) Retrouver la fonction de répartition de X

3) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

4) On pose Y =e X et on admet que Y est une variable & densité. Déterminer la loi suivie par Y.

*
Exercice 7 Voir correction —

(Loi de Laplace) Soit ¢ > 0. On considére la fonction f définie sur R par : Vo € R, f(z) = gefcm
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1
2

) Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire réelle X.
)
3) Montrer que X admet une espérance et la calculer.
)
)

Déterminer la fonction de répartition F' de X

4
)

Montrer que pour tout n € N, X admet un moment d’ordre n
En déduire que X admet une variance et la calculer.

*
Exercice 8 Voir correction —

. . s . P z4 siz ¢ [—1;1]
Soit ¢ un réel strictement positif et f la fonction définie par Vz € R, f(z) = . T
¢ sixzel|-1;1]
1) Déterminer I'unique valeur de c telle que f est la fonction de densité d’une variable aléatoire X.
2) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.
3) Déterminer I’ensemble des valeurs de r € N* telles que X admet un moment d’ordre r.

*
Exercice 9 Voir correction —

(Loi 8 de premiére espéce) Pour tous réels a et b, on note, sous réserve d’existence : I(a,b) = fol to (1 — )b tat
1) Montrer que I(a,b) existe si et seulement si @ > 0 et b > 0.
2) Soit (a,b) € (R%)?. Montrer que bI(a +1,b) = al(a,b+1) et I(a,b+ 1)+ I(a+ 1,b) = I(a,b).
En déduire I(a + 1,b) = aLI(a7 b).

+b
1 —1 b—1
te=1(1 —t) si t €]0;1]
3) Soit (a,b) € (R%)?. On définit la fonction f sur R par : Vi € R, f(t) = I(a,b)
0 sinon
Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire réelle X.
4) Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.
*
Exercice 10 Voir correction —

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1] et A un réel strictement positif. On considére la variable
V=—1kn(1-0).

1) Calculer P(V < z) pour tout réel z.

2) En déduire que V est une variable aléatoire & densité et préciser une densité de V'

*
Exercice 11 Voir correction —

1
(Loi de Cauchy) Soit o > 0 et F la fonction définie sur R par F(z) = « - arctan(z) + 7

1) Montrer qu’il existe un unique réel o > 0 tel que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X. Préciser
sa densité f.
2) Montrer que X n’admet ni espérance, ni variance.
1

3) Déterminer la loi de Z = <
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :

1) Pour que f soit positive il faut nécessairement ¢ > 0.
f est continue sur | — 0o; 0] et sur ]1; +00] car nulle sur ces intervalles, et continue sur [0; 1] comme fonction polyndme.
Elle est donc continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.
ijo?f(t) dt converge et vaut fol ct(1 —t)dt car f est nulle en dehors de l'intervalle [0;1] et f est continue sur [0;1].
insi :

[ rou=[5-5],

c
2
c
6

wlao

donc f est une densité de probabilité si et seulement si ¢ = 6.

2) fj;o tf(t)dt converge absolument et vaut fol tf(t)dt car f est nulle en dehors de lintervalle [0;1] et ¢ — tf(t) est
continue sur [0;1]. On en déduit que X admet une espérance et :

1
B(X) = /0 tF(4)dt

1
:/ (ct? — ct3) dt
0

pour les mémes raison X admet un moment d’ordre 2 donc une variance et

BE(X?%) = /O t2f(t)dt

1
:/ (ct® — ct*) dt
0

donc d’apres la formule de Koenig-Huygens :

=
X
I

&
g

8~ Zle
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Correction de 1’exercice 2 :

)

x> 14+ e % est C! sur R et & valeurs strictement positive, donc par inverse F est C! (et donc aussi continue) sur R.

—T

e
Pour tout x € R, F'(z) = ﬁ > 0 don F est croissante sur R, et on a par opérations sur les limites :

IEIPOO F(z)=0 et IEIJIrlOO F(z) =

donc F est bien la fonction de répartition d’une variable a densité X.

e—x
(14+e-®)2
Montrons que X admet des moments & tout ordre. Soit » € N, montrons que fioo [t]” f(t) dt converge.

D’apres le calcul précédent, f: z — est une densité de f.

La fonction ¢ +— [t|" f(t) est paire : en effet, pour tout t € R on a :

et

=t = 1 g

et x e~ 2
(oo P

eft

= [t
= [t

donc il suffit de montrer que f0+oo |t|” f(¢) dt converge. Comme . liin (1+e )2 =1,ona:
— 400

[t f(t), v tre

t—+4o00

1 dt
De plus, t"T2e~t —>t " 0 par croissance comparée donc on a t"e~! = o (t2> Comme f — est une intégrale
—+o00

de Riemann convergente (car 2 > 1), le théoréme de comparaison pour les intégrales de fOIlCthIlb positives permet
d’affirmer que f t" f(t) dt converge. Comme t — t" f(t) est continue sur [0, 1] 'intégrale fol t" f(t) dt converge aussi
donc finalement fo t" f(t) dt converge, et donc par parité f t" f(t) dt converge.

On a montré que X admet des moments & tout ordre donc en particulier une espérance (moment d’ordre 1) et un
moment d’ordre 2 (donc admet une variance).

Correction de 1’exercice 3 :

)

a est strictement positif donc f est positive sur R.
f est continue sur [1; +o00[, sur | —1; 1] et sur | — co; —1] par opérations sur des fonctions usuelles. Elle est donc continue
sur R sauf éventuellement en —1 et en 1.

o i du converge aussi par

1
L’intégrale f1+oo — dz converge (intégrale de Riemann avec 4 > 1) donc l'intégrale f
T
parité de x — — . L’intégrale fil 0dz converge car x — 0 est continue sur [—1;1]. Ainsi, quelle que soit la valeur de
x

a, fj;: f(x)dx converge et :

+oo 1
/ / +/ 0dx
—o0 —1

donc f z)dx = 1 si et seulement si a = g Pour a = §, f est donc une fonction de densité d’une certaine variable

aléatoire X .

x> |z| x f(z) et  — |z|?f(2) sont des fonctions paires, qui sont nulles sur | —1; 1] donc il suffit d’étudier la convergence
Fxf(z)dr et f1+°o 22 f(x)dw

Pour tout z dans [1;4+o00], 2 f(z) = % et 22f(x) = %, et les intégrales f1+°o xf(z)dx et f+oo 22 f(x) dz convergent.

On en déduit que X admet une espérance et un moment d’ordre 2.

oo
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2025-2026

De plus, z +— xf(z) est impaire sur R donc E(X) = erOO zf(x)dx = 0.

—00
Enfin, z — z2 f(z) est paire sur R donc

“+o0
E(X?) = 2/0 22 f(x)dx

donc d’apres la formule de Koenig-Huygens :

Correction de 1’exercice 5 :

1) E(X):a;b ot V(X) = (b_;)

)2
J_\/i —a) b

12

voir cours pour la preuve.

On a d’abord a < T < b donc E(X) —0<EX)<beta< E(X)<E(X)+o.

Ensuite :

E(X)—U—a:a;b—l;\_/g—a
B V3a++v3b—b+a—2V3a
= e
_ (1=VBa+(V3-1)b
= e
7\/3

avecx/g—lZOetb—a20doncE(X)—a—aEOdoncE(X)—aza. On a donc bien :

a<E(X)—0<b

Enfin :
a+b b—a
b_E(X)_U:b_T_ﬁ
_2\/§b—\/§a—\/§b—b+a
= NG
(V3-1)b+ (1 —-+3)a
2v3
_V3-1
=37 (b—a)
ONOS
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KHBL TD 10 : Variables a densité 2025-2026

donc de méme : b — F(X) — o >0 d’ou E(X) 4+ o <b. On a donc bien :
a<E(X)+o<b

3) Ona:

P(IX ~ E(X)| < 0) = P(~0 < X — E(X) < 0)

P(E(X)-—0 <X < E(X)+0)

= EX)+o - (B(X) —0) car E(X) — o et F(X)+ o sont dans [a, b|

b—a
20
T b—a
~ 2(b—a)
2v/3(b — a)
_ 1
V3
_ V3
3
Correction de 1’exercice 6 :
1) Voir cours
2) Pour tout réel x :
1—e ™ siz>0
F(z) =

(voir cours pour la preuve)
1 1
3) E(X)= X et V(X) = 2 (voir cours pour la preuve)
4) Notons Fx et Fy les fonctions de répartition de X et de Y. Pour tout x <0 ona P(Y < ) = Ple * <) =0 car
Vr e R,e® > 0.

Pour tout réel > 0 on a :

Fy(z)=P(Y <ux) par définition
=Pe ¥ <2)
= P(—X <In(x)) par croissance de In
= P(X > —In(x))
= P(X > —In(x))

on distingue & nouveau deux cas :
— Si0 < <1alors In(z) <0 donc —In(x) > 0 et donc Fy (z) =1 — (1 — @) =z
— Sil <z, alors In(x) > 0 donc —In(z) < 0 et alors P(X < —In(z)) = 0. Finalement :

2 si0<z<1

0 sinon

Vz € R, Fy(.’E) = {

Correction de 1’exercice 7 :

o2
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1) Pour qu'il existe X définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) telle que f est une densité de X, il suffit d’avoir

e Pour tout z € R, f(z) >0
e f est continue sur R
. fj—:j f(t)dt converge et fjs fydt=1

c
Dans le cas présent, on a bien Vx € R, 5 e=cl?l > 0 car Vz € R,e® > 0 et ¢ > 0.

De plus, x — —c|x| est continue sur R et 2 — e” est continue sur R donc par composition de fonctions continues f est

continue.
1

Enfin, eIl = o (2> par croissance comparée donc fj;; f(t)dt converge.
x

Pour tout z > 0, on a

"t = 0f(t)dt+ o
_z —z 0

I
N o
|\O
8

®

|

(e}

=

o

o~

Jr
N o
S—

I

|

(e}

=

o

o~

donc fj;o f(t)dt = 1.

On en conclut qu’il existe une variable aléatoire X telle que f est une densité de X.

2) Soit F la fonction de répartition de X, on a

Vo €] —o00;0[, F(x)

eIt q¢

B(
= / Cectdt
oo 2

X <)
e
o 2

xT
— lim € et dt
y——oo [,
ect x
= lim {2]
Yy——00 Y
eC(L‘_ecy
= 1
y—ir_noo< 2 )
eCl‘
T2

Va €]0; +o0],

par définition

QOB

BY NC
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Z%—&- ; ge_“dt

()
2 2
2—e

=

3) X admet une espérance si et seulement si I'intégrale fjooj [tf(t)] dt converge.

Par parité de ¢t — [¢f(t)], il suffit de montrer que f0+oo [tf(t)] dt converge.
1 c

Onaxe = 0(—2) lorsque x — 400 par croissance comparée donc f0+oo 5 e~ dx converge.
x

De plus, t — tf(t) est impaire car f est paire, donc E[X] = 0. En effet, on a E[X] = f+oo tf(t) dt. Pour tout = € R,

0 T
tfydt= [ tf() dt+/ tf(t)dt
0

—X —T

_ / () dut /0 RECLT

T x
:—/ uf(u)dt+/ tf(t)dt car f est paire
0 0
=0
Ainsi par passage & la limite lorsque 2 — +00 on obtient E[X] = fj:; f(t)dt =0.

1
4) Soit n € N. On a 2t”+2 e~ ——— 0 donc it” e =0 (t ) I'intégrale fo t" —ltl 4t converge.

t—+oo
c 1 c
De méme, it”” et =o (t ) lorsque ¢ — —oo donc l'intégrale f - 525” eIl dt converge.

Ainsi, X admet un moment d’ordre n pour tout n € N.

5) X admet un moment d’ordre 2 d’apreés la question précédente, donc X admet une variance. D’aprés le théoréme de
Koenig-Huygens, on a V(X) = E[X?] — E[X]? = E[X?] car E[X] =
Calculons E[X?] par intégrations par parties successives :

+o0 c
E[X?] = / —t2ecltlqt
oo 2
c [T
=2x 3 / t2ecltl gt par parité de I'intégrande
0

xT
=c lim t2e t dt
r—+o0 0

t2 —ct]?® T ore—ct
=c lim ({ ¢ ] +/ ¢ dt)
r—+00 C 0 0 C
e—cT 2 —ct?T 9 —ct
(e ] [ o)
C 0 0 C
l‘ —cx 21,6701 2efct z
=c¢ lim + [—
T—r—+00 02 C?’ 0

m e~ 2x e~ 2—2e™
s— +

=c¢ lim
Tr—r+o0

Q('D

=c¢ lim

T—+00 C c3

C2

par croissances comparée et opérations de limites. Finalement, V(X) = —.

e
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Correction de 1’exercice 8 :
1) c est positif donc f est positive sur R.

f est continue sur | — oo; 1], sur | — 1; 1] et sur [1;+oo[ donc elle est continue sur R sauf éventuellement en —1 et en 1.
+oo

1 _
L’intégrale de Riemann froo z~4dx = . — dz converge car 4 > 1, donc par parité / !
x

1
— dx converge aussi et

1 L : . . . L oAs et
i _, cdz converge comme intégrale d’une fonction continue sur un intervalle fermé borné. Ainsi, f_:; f(z) dz converge
quelle que soit la valeur de c et :

—+o0 1 “+o00
/ f(z)dx z/ cdx + 2/ z4dz par parité
—00 —1 1
_..—3 r=-4o00
220—|—2[ a ]
z=1
2
= 2 —
c+ 3

donc

+o0 )
/ f(x)dz=1<:)20+§:1

<:>2c:1
3
1
<:>C—6

1
donc en posant ¢ = 5 on a bien que f est une densité d’une variable aléatoire X.

2) x> |z|f(z) et z — |2|?f(z) sont paires, donc il suffit d’étudier la convergence de f0+°° xf(z)dx et de f0+oo 22 f(x)dz.

fol zf(x)dx et fol 22 f () dz convergent comme intégrales de fonctions continues sur un segment car f peut se prolonger

1 1
par continuité sur [—1;1]. Les intégrales f1+oo rf(x)de = 1+OO — dz et f1+oo 22 f(z)dz = 1+°° — dx convergent
T T

commes intégrales de Riemann (car 2 > 1 et 3 > 1). Ainsi, par somme, j: Faf(z)dr et fOJr * 22 f(z) dz convergent.

On en déduit que X admet une espérance et une variance. ¥ — x f(z) est impaire sur R et x — 22 f(x) est paire sur R
donc :

E(X)=0
et

+oo
V(X):2/ 2 f(z)
0
1 —+o00 1
:2/ cx2dx—|—2/ —de
0 1 z

3 1 Tr=-400
—1
3 0 T 1z=1

I
|
+
[\

donc X admet une variance et d’apres la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = B(X?) - B(X)?
19

9
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3) D’apres la question précédente, X admet un moment d’ordre 1 et un moment d’ordre 2. Sir > 3 on a f;roo 2" f(z)dx =

“+oo
1 1.4—7'

diverge donc X n’admet pas de moment d’ordre r lorsque r > 3.

Correction de 1’exercice 9 :

1
1) En 0, to71(1 — )bt~ ln e

l—a”

1
En 1, t 11— )b 1l — )bt —— .
1 ( ) ( ) (1 _ t)lfb
1
seulement si — converge en 0, si et seulement si b >

ul—b
Ainsi, I(a,b) converge si et seulement si a > 0 et b > 0.
2) Soit (a,b) € (R%)2. Alors a+ 1 > 0 donc I(a + 1,b) exi

1
I(a+1,b):/ t7(1 — )b~ de
0

:0+%I(a,b+ 1)

d’ou bl(a+1,b) = al(a,b+1).

On a aussi
1
I(a,b+1)+I(a+1,b) :/ (1t (1 Y dr
0
1
:/ 1=t A —t+t)dt
0
1
:/ ta_l(l _t)b_l dt
0
— I(a,)
4 . a a . a
On en déduit que I(a + 1,b) = gI(a,b +1) = 3 (I(a,b) — I(a+1,b)) d’'ott I(a + 1,b) (1+ g) _
I(a+1,b) x ath = gI(a7b) d’ot finalement I(a 4+ 1,b) = Ll(a,b).
a

b b

0.

ste et

a(1 _ b1 1 ja—1(1 _ +\b
_ [_t (1 t)} +/ atl(1—t)
T A b

+b

dx avec 4 — r < 1, donc c’est une intégrale de Riemann divergente. On en conclut que fjoc: |z|" f(z) dz

L’intégrale converge en 0 si et seulement si 1 —a < 1 si et seulement si a > 0.

Par changement de variable v = 1 — ¢, I'intégrale converge en 1 si et

3) f est continue sur |0; 1] et constante sur | — co; 0[ et sur ]1; +o00[, donc continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.

De plus, pour tout t € R, f(t) >0
oo 1 1,4_ _ I(a,b)

Enfin, [ = [l (1 )bl =
nfin, [ ()4t = 755 o T =1) 1(a,b)

Finalement, f est bien une densité d’une certaine varia

ble aléatoire X.

4) X admet une espérance si et seulement si fol t x t*~1(1 —¢)*=1 dt converge, si et seulement si I(a+1,b) existe. Or a > 0
et b> 0 donc a+ 1> 0 donc I(a + 1,b) existe d’aprés la question 1. Ainsi X admet une espérance.

De méme, X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2, si et seulement si fol 2t (1—t)b= 1 dt
converge, si et seulement si I(a+2,b) existe. Or a > 0 donc a+2 > 0 donc I(a+2,b) existe. X admet donc un moment

d’ordre 2 donc admet une variance.

1 1 1
Enfin, E[X] = —— [yt x t*"} (1 —)*7! = Ia+1,b) = ——.
ufin, BX] = gy o -0 = et L) =55
I(a+2,b) a+1 a+1 a

A 2 J— 2 [ — =
De méme, E[X]_il(a,b) . Or, I(a + 2,b) a+b—|—ll(a+1’b) i e

ala+1)
(@a+b)(atbt1)
Finalement,

ala+1) a?

V(X) =E[X? - E[X]? =

(a+b)(a+b+1) (a+b)?

ala+1)(a+0b)—a*(a+b+1)

(@t b)2(atb+1)

I(a,b). Ainsi, E[X?] =

QOB

BY NC
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_al(a+1)(a+b) —ala+b+1)]
N (a+b)2(a+b+1)
_ ab

(a+b)2(a+b+1)

Correction de 1’exercice 10 :
1) Soit z € R. On a :

1
PV<z)=P (—)\ln(l -U) < x)
=P(In(1-0U) > —Xz) car —A <0
=P (1 —U>e " ) par croissance de la fonction exponentielle
=P{U<1-—e) =Iy(l—e )

ou Fy est la fonction de répartition de U, définie par :

0 siz<O
VeeR, Fylx)=qx si0<z<l1
1 siz>1

Siz<0,ona—Az>0donce  >1etdoncl—e <.

P(V<z)=Fy(l—e ) =0

Siz>0ona-Xx<0donce ™ <letdonc0<1—e < 1, ainsi
PV<z)=Fy(l—e?)=1—e?

en conclusion on a pour tout réel x :

1—e™™ siz>0
PV <z)=
0 siz <0

2) D’apres la question précédente, la fonction de répartition Fy, de V vérifie :

1—e™™ sizg>0
Ve eR, Fy(z)=
0 six <0

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre A. Comme la loi d’une variable & densité
est entierement déterminée par sa fonction de répartition on en déduit que V suit la loi exponentielle de parametre .

Correction de 1’exercice 11 :
1)
2)

1
3) Soit Z = < notons Fz la fonction de répartition de Z.

z 1 t 1
La fonction de répartition de X est Fix : x — Loo 1+ dt = arctan(x) 4
™ ™

Soit z > 0 un réel :

Fz(z) =P(Z < z)

r(3 <)

:]P’(X<0)+]P’<{X>0}ﬂ{)1(<x}>

) 11/12
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:]P’(X<O)+IP’(X2%)

= Fx(0) + (1 — Fx(1/z))
(arctan(l/m) 1)
ek CT A

—1+1
h ™ 2

2

) arctan(1/x)

Siz =0, Fz(z) =P(Z < 0) =P

Siz<0,o0na

1 arctan(l/x) n 1
2 U 2
arctan(1l/x)
N ™
tan(1
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Finalement, Fz est définie par Fiz(z) = % siz=0
tan(1
_ arctan(l/z) siz<0
T

1 tan’(1
Fz est dérivable sur | — 00; 0[ et sur |0; +o0[, donc partout sauf en un point, et Vo € R*, Fj(z) = — x arctan’(1/z) =
x ™
1 1 1
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Puisque F}(z) = Fi(z) = f(z) en tout point sauf un on en conclut que f est une fonction de densité de Z, Z suit la
méme loi que X.
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